
L`e ¯p˚r`e›m˚i`eˇrffl ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e ˚t´a˚u˜bfléˇr˚i`e›nffl `d`e H`a˚r`d‹y
J´e´a‹nffl-F̊r`a‹n`ç´o˘i¯s B˚u˚r‹n`o˝l, 14 ˜f´é›v˘r˚i`eˇrffl 2013.

L`affl `qfi˚u`eṡfi˚tˇi`o“nffl ¯sfi˚u˚rffl ˜l´affl ˚r`é´cˇi¯p˚r`oˆqfi˚u`e `d˚uffl T‚h`é´o˘r`è›m`e `d`e C`eṡfi`à˚r`o ˚r`e›v˘i`e›n˚t ¯sfi`o˘uffl-
”vfle›n˚t. S̀o˘i˚t (un)n⩾0 ˚u‹n`e ¯sfi˚u˚i˚t´e ˚r`é´e¨l¨l´e `eˇt

vn =
u0 + · · ·+ un–1

n ,

˜l´affl ¯sfi˚u˚i˚t´e `d`e ¯sfi`eṡ ”m`o“y´e›n‹n`eṡ `d`e C`eṡfi`à˚r`o, n ⩾ 1. L`e `c‚h`o˘i‹x `d`e `c´o“m‹m`e›n`c´eˇrffl
`àffl ˚z´éˇr`o `eˇt ˚t´eˇr‹m˚i‹n`eˇrffl `àffl n – 1 ¯sfi`e ˚tˇr`o˘u‹vfleˇr`affl ¯jˇu¯sfi˚tˇi˜fˇi`é ¯p`a˚rffl ˜l´affl ¯sfi˚u˚i˚t´e ¯p`a˚rffl
`c´eˇr˚t´a˚i‹n`eṡ ¯sfi˚i‹m¯p˜lˇi˜fˇi`c´a˚tˇi`o“n¯s `d`a‹n¯s ˜l´eṡ ˚i‹n`d˚i`c´eṡ. C`e `qfi˚u˚iffl `eṡfi˚t ˚i‹m¯p`o˘r˚t´a‹n˚t `c’`eṡfi˚t `d`e
`d˚i‹v˘i¯sfi`eˇrffl ¯p`a˚rffl ˜l´e ”n`o“m˜b˘r`e `d`e ˚t´eˇr‹m`eṡ, ˚i`cˇiffl n `d`o“n`c. O”nffl ¯sfi`a˚i˚t `qfi˚u`e ¯sfi˚iffl ˜l´affl ¯sfi˚u˚i˚t´e
(un) `c´o“n‹vfleˇr`g´e `a˜l´o˘r¯s ˜l´affl ¯sfi˚u˚i˚t´e (vn) `a˚u¯sfi¯sfi˚iffl, ”vfleˇr¯s ˜l´affl ”m`ê›m`e ˜lˇi‹m˚i˚t´e.

R`é´cˇi¯p˚r`oˆqfi˚u`e? `o“nffl ¯sfi`a˚i˚t `qfi˚uffl’`e¨l¨l´e `eṡfi˚t ˜f´a˚u¯sfi¯sfi`e, ”m`a˚i¯s `e›nffl ˚t´o˘u˚t `c´a¯s ˚u‹n`e `c´o“n`d˚iffl-
˚tˇi`o“nffl ”n`é´c´eṡfi¯sfi`a˚i˚r`e `eˇt ¯sfi˚u˜f¨fˇi¯sfi`a‹n˚t´e ¯p`o˘u˚rffl ˜l´affl ˚r`é´cˇi¯p˚r`oˆqfi˚u`e `eṡfi˚t lˇi‹m(un – vn) = 0.
E˚t ¯sfi˚iffl `o“nffl ˚r`e›m¯p˜l´a`c´e vn ¯p`a˚rffl ¯sfi`affl ”vˆa˜l´eˇu˚rffl, `ç´affl ”n`o˘u¯s `d`o“n‹n`e ˚u‹n`e `c´o“n`d˚i˚tˇi`o“nffl
”n`é´c´eṡfi¯sfi`a˚i˚r`e `eˇt ¯sfi˚u˜f¨fˇi¯sfi`a‹n˚t´e `e›xṗ˚r˚i‹m`é´e `a‹vfle´c ˜l´affl ¯sfi˚u˚i˚t´e (un) ˚u‹n˚i`qfi˚u`e›m`e›n˚t :

lˇi‹m (un – u0)+ (un – u1)+ · · ·+ (un – un–1)
n = 0 .

B`o“nffl, `c’`eṡfi˚t ¯p`a¯s ˚tˇr`èṡ ˚i‹n¯sfi¯p˚i˚r`a‹n˚t.1

C`eṗ`e›n`d`a‹n˚t, `c´o“m‹m`e `o“nffl ”vˆo˘i˚t `d`eṡ `d˚i˜f¨f´éˇr`e›n`c´eṡ, `o“nffl ¯p`eˇu˚t `a‹vˆo˘i˚rffl ˜l„˚i`d`é´e `d`e
`d`é¨fˇi‹n˚i˚rffl xk = uk – uk–1, ¯p`o˘u˚rffl k ⩾ 1, `eˇt ”n`o˘tˇr`e `cˇr˚i˚t´èˇr`e `d`e›v˘i`e›n˚t (¯p`eˇtˇi˚t `e›x´eˇr`cˇi`c´e
`a˜l´g´é¨b˘r˚i`qfi˚u`e) :

lˇi‹m x1 + 2x2 + · · ·+ nxn
n = 0 ,

`c´e `qfi˚u˚iffl `eṡfi˚t `d`éj̇´àffl ”m˚i`eˇu‹x. L`e T‚h`é´o˘r`è›m`e `d`e C`eṡfi`à˚r`o ˜lˇu˚iffl-”m`ê›m`e `a¯p¯p˜lˇi`qfi˚u`é `àffl ˜l´affl
¯sfi˚u˚i˚t´e (nxn) ”n`o˘u¯s ¯p`eˇr‹m`eˇt `d`o“n`c `d`e `d˚i˚r`e :

1. A˚tˇt´e›n˚tˇi`o“nffl ! `o“nffl ¯p˚r`é-¯sfi˚u¯p¯p`oşfi`e ˜l„`e›xˇi¯sfi˚t´e›n`c´e `d`e lˇi‹mvn ˜b˘i`e›nffl ¯sfi˚û˚rffl.
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T‚h`é´o˘r`è›m`e : ¯sfi˚iffl ˜l´affl ¯sfi˚u˚i˚t´e (un) `eṡfi˚t ˚t´e¨l¨l´e `qfi˚u`e ¯sfi`eṡ ”m`o“y´e›n‹n`eṡ `d`e C`eṡfi`à˚r`o
`c´o“n‹vfleˇr`g´e›n˚t, `eˇt ¯sfi˚iffl n(un – un–1) ˚t´e›n`dffl ”vfleˇr¯s ˚z´éˇr`o, `a˜l´o˘r¯s ˜l´affl ¯sfi˚u˚i˚t´e (un)
`c´o“n‹vfleˇr`g´e.

J´e ”vˆa˚i¯s `d`é›m`o“n˚tˇr`eˇrffl ˜l´e ˚r`éṡfi˚u˜lˇt´a˚t ¯sfi˚u˚i‹vˆa‹n˚t, `qfi˚u˚iffl `affl `éˇt´é ˜l´e (¯p˚r`é)-¯p`o˘i‹n˚t `d`e
`d`éṗ`a˚r˚t `dffl’˚u‹nffl ”vˆa¯sfi˚t´e `e›n¯sfi`e›m˜b˝l´e `d`e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`eṡ ˚i¯sfi¯sfi˚u¯s ˚i‹n˚i˚tˇi`a˜l´e›m`e›n˚t `d`e ˜l´affl `c´o˝l-
˜l´a˜bˆo˘r`a˚tˇi`o“nffl `e›n˚tˇr`e H`a˚r`d‹y `eˇt L˚i˚tˇt¨l´e›wˆoˆoˆdffl :2

T‚h`é´o˘r`è›m`e `d`e H`a˚r`d‹y : ¯sfi˚iffl ˜l´affl ¯sfi˚u˚i˚t´e (un) `eṡfi˚t ˚t´e¨l¨l´e `qfi˚u`e ¯sfi`eṡ ”m`o“y´e›n‹n`eṡ
`d`e C`eṡfi`à˚r`o `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n˚t, `eˇt ¯sfi˚iffl ˜l´eṡ n(un –un–1) ¯sfi`o“n˚t ˜bˆo˘r‹n`éṡ, `a˜l´o˘r¯s ˜l´affl ¯sfi˚u˚i˚t´e
(un) `c´o“n‹vfleˇr`g´e.

P̀oşfi`o“n¯s xn = un – un–1, x0 = 0, `o“nffl ¯sfi˚u¯p¯p`oşfi`e ∀n ⩾ 1, n|xn| ⩽ C. O”nffl `affl
`d`o“n`c, ¯p`a˚rffl ”n`o˘tˇr`e `c´a˜l´cˇu˜l ¯p˚r`é´c´é´d`e›n˚t :

un = u0 + x1 + · · ·+ xn

vn = un –
x1 + 2x2 + · · ·+ nxn

n
= u0 + (1 – 1n)x1 + (1 – 2n)xn + · · ·+ 1

nxn–1

Q˚u˚i˚tˇt´e `àffl ¯sfi`o˘u¯sfi˚tˇr`a˚i˚r`e u0 `àffl ˚t´o˘u¯s ˜l´eṡ un `eˇt vn, `c´e `qfi˚u˚iffl ”n`e `c‚h`a‹n`g´e ˚r˚i`e›nffl `a˚u‹x
xn, `eˇt ”n`e ”m`oˆd˚i˜fˇi`e ¯p`a¯s ”n`oş ¯p˚r`o˝b˝l´è›m`eṡ `d`e `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n`c´e, `o“nffl ¯sfi˚u¯p¯p`oşfi`eˇr`affl ¯p`o˘u˚rffl
˜l´affl ¯sfi˚u˚i˚t´e u0 = 0. L`e ¯p˚r`o˝b˝l´è›m`e `eṡfi˚t `d`o“n`c `dffl’`éˇt´a˜b˝lˇi˚rffl ˜l´affl `c´o“n‹vfleˇr`g´e›n`c´e `d`e ˜l´affl

2. ˜l´e ”v˘r`a˚iffl ¯p`o˘i‹n˚t `d`e `d`éṗ`a˚r˚t `eṡfi˚t ˜l´e ˚r`e›n˜f´o˘r`c´e›m`e›n˚t ¯p`a˚rffl L˚i˚tˇt¨l´e›wˆoˆoˆdffl `dffl’˚u‹nffl ˚t‚h`é´o-
˚r`è›m`e `d`e T`a˚u˜bfleˇrffl ¯sfi˚u˚rffl ˜l´affl ˚r`é´cˇi¯p˚r`oˆqfi˚u`e `a˚uffl ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e `dffl’A˜bfle¨l. P̀o˘u˚rffl `c´e ˚t‚h`é´o˘r`è›m`e
`d`e T`a˚u˜bfleˇrffl, ”vˆo˘i˚rffl http://jf.burnol.free.fr/agregtauberlaplace.pdf.
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¯sfi`éˇr˚i`e x1 + x2 + x3 + . . . ¯sfi`a`c‚h`a‹n˚t `qfi˚u`e ˜l„`o“nffl `affl `e›xˇi¯sfi˚t´e›n`c´e `d`e

lˇi‹m
n→∞

n∑
k=1

(1 – k
n)xk = L

F̀a˚i˚t´eṡ ˚u‹nffl `d`eṡfi¯sfi˚i‹nffl ˚r`eṗ˚r`éṡfi`e›n˚t´a‹n˚t ˜l´eṡ `c´ofle¨f¨fˇi`cˇi`e›n˚tṡ 1– k
n , `qfi˚u˚iffl ¯sfi`o“n˚t ¯sfi˚u˚rffl ˚u‹nffl

¯sfi`e´g›m`e›n˚t `a˜f¨fˇi‹n`e ¯p`a˚r˚t´a‹n˚t `d`e 1 `eˇt `d`eṡfi`c´e›n`d`a‹n˚t `àffl ˚z´éˇr`o, `a‹vfle´c ¯p`e›n˚t´e 1/n. S̊iffl
`o“nffl ¯p˚r`e›n`dffl ˜l„`e›xṗ˚r`eṡfi¯sfi˚i`o“nffl vpn `eˇt `qfi˚u`e ˜l„`o“nffl ”m˚u˜lˇtˇi¯p˜lˇi`e ˚t´o˘u˚t ¯p`a˚rffl p, `o“nffl ¯p`a˚r˚t
`d`e p `eˇt `o“nffl `d`eṡfi`c´e›n`dffl `àffl ˚z´éˇr`o `a‹vfle´c ¯p`e›n˚t´e 1/n, `eˇt `c´e´cˇiffl ¯p`o˘u˚rffl ˚t´o˘u˚t p ⩾ 1
˜fˇi‹x´é. O”nffl `eṡfi˚t `d`o“n`c ”n`a˚tˇu˚r`e¨l¨l´e›m`e›n˚t (¯j´e ”vfleˇu‹x `d˚i˚r`e H`a˚r`d‹y `eṡfi˚t ”n`a˚tˇu˚r`e¨l¨l´e›m`e›n˚t)
`a‹m`e›n`é `àffl `c´o“n¯sfi˚i`d`éˇr`eˇrffl (”vfléˇr˚i˜fˇi`eˇrffl ˜l´affl ˜f´o˘r‹m˚u˜l´e ! !) :

(p+1)v(p+1)n–pvpn = x1+x2+· · ·+xpn+(1–1n)xpn+1+(1–2n)xpn+2+· · ·+1
nxpn+n–1

O”nffl `o˝b˘tˇi`e›n˚t ˜l´affl ”m`a¯j´o˘r`a˚tˇi`o“nffl :
∣∣∣(p+ 1)v(p+1)n – pvpn – upn

∣∣∣ ⩽ C
(

1
pn+ 1 + · · ·+ 1

pn+ n – 1

)

⩽ C
∫ pn+n

pn

dt
t = C l´oˆg(1+

1
p) ⩽ C

p

J´e ”nffl’`a˚iffl `gˇu`èˇr`e `éˇt´é `op̧˚tˇi‹m`a˜l, ”m`a˚i¯s `c´e¨l´affl ¯sfi˚u˜f¨fˇi˚r`affl ¯p`o˘u˚rffl ˜l´affl ¯sfi˚u˚i˚t´e.3

I˜l ”y `affl ˚u‹nffl ¯p˚r`o˝b˝l´è›m`e : ”n`o˘u¯s ”nffl’`a‹vˆo“n¯s `o˝b˘t´e›n˚uffl ˚u‹nffl ˚r`éṡfi˚u˜lˇt´a˚t `c´o“n`c´eˇr‹n`a‹n˚t
˜l´affl ¯sfi˚u˚i˚t´e (un) `qfi˚u`e ¯p`o˘u˚rffl `qfi˚u`e ˜l´eṡ ˚i‹n`d˚i`c´eṡ ”m˚u˜lˇtˇi¯p˜l´eṡ `d`e p. S̀o˘i˚t n ⩾ p `eˇt
m = [ np] ⩾ 1, `d`o“n`c mp ⩽ n < mp+ p. A˜l´o˘r¯s

|un – upm| ⩽ C
(

1
pm+ 1 +

1
pm+ 2 + · · ·+ 1

pm+ p – 1

)

⩽ C
∫ pm+p

pm

dt
t ⩽ C l´oˆg(1+

1
m) ⩽ C

m

3. `a˚uffl ˜lˇi`eˇuffl `d`e ¯p`a¯sfi¯sfi`eˇrffl ¯p`a˚rffl ˜l„˚i‹n˚t´é´gˇr`a˜l´e, `o“nffl ¯p`eˇu˚t `d˚i˚r`e `qfi˚uffl’˚i˜l ”y `affl n – 1 ˚t´eˇr‹m`eṡ ˚t´o˘u¯s
˚i‹n˜f´éˇr˚i`eˇu˚r¯s `àffl C/pn `eˇt ˜bˆa¯sfi˚t´affl. E˚t ˚i`d`e›mffl `d`a‹n¯s ˜l´affl ”m`a¯j´o˘r`a˚tˇi`o“nffl `a˚uffl ˜bˆa¯s `d`e `c´eˇtˇt´e ¯p`a`g´e : p–1
˚t´eˇr‹m`eṡ ˚i‹n˜f´éˇr˚i`eˇu˚r¯s `àffl C/pm.
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E”nffl `c´o“m˜b˘i‹n`a‹n˚t, `o“nffl `affl `d`o“n`c ˜l„˚i‹n`é´g´a˜lˇi˚t´é `d`e H`a˚r`d‹y, ¯p`o˘u˚rffl n ⩾ p ⩾ 1 :∣∣∣∣(p+ 1)v(p+1)[ np ] – pvp[ np ] – un

∣∣∣∣ ⩽ C · (1p +
1

[n/p]
)

P̀o˘u˚rffl `c‚h`a`qfi˚u`e p ⩾ 1 ˜fˇi‹x´é `o“nffl `affl

lˇi‹m
n→∞

(p+ 1)v(p+1)[ np ] – pvp[ np ] = (p+ 1 – p) lˇi‹mvn = L ,

¯p˚u˚i¯sfi`qfi˚u`e `c´eˇtˇt´e `d`eˇr‹n˚i`èˇr`e ˜lˇi‹m˚i˚t´e L `e›xˇi¯sfi˚t´e ¯p`a˚rffl ˛h‹yṗ`o˘t‚h`èṡfi`e.
S̀o˘i˚t ϵ > 0 `eˇt p ˚t´e¨l `qfi˚u`e C

p ⩽ 1
4ϵ. I˜l `e›xˇi¯sfi˚t´e N = N(p, ϵ) ˚t´e¨l `qfi˚u`e :

n ⩾ N =⇒ ( C
[n/p]

⩽ 1
4ϵ) & (

∣∣∣∣(p+ 1)v(p+1)[ np ] – pvp[ np ] – L
∣∣∣∣ ⩽ 1

2ϵ)

E˚t ¯p`a˚rffl `c´o“n¯sfi`é´qfi˚u`e›n˚t

n ⩾ N =⇒ |un – L| ⩽ 1
4ϵ+

1
4ϵ+

1
2ϵ = ϵ ,

`c´e `qfi˚u˚iffl `a`c‚h`è›vfle ˜l´affl `d`é›m`o“n¯sfi˚tˇr`a˚tˇi`o“nffl `d˚uffl T‚h`é´o˘r`è›m`e `d`e H`a˚r`d‹y.
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