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On pourra & chaque question admettre les résultats des précédentes.

Baréme indicatif : 13+ 7. Lisez les énoncés attentivement, n’oubliez aucune
question lorsque plusieurs sont posées dans le méme alinéa.

Baréme utilisé : 15+8=23.

Probléme I

Soit A, pu€R et y€lO,n[. Soit la fonction 27-périodique paire :

A xe[0,y[
f(x) =40 x=y
/,,L XE]Y,TF]

1. Représenter un graphe de f sur [-m, +37]. Déterminer les coefficients de
Fourier an(f), n > 0 et bp(f), n > 1. Suivant la valeur de x € [0, 7] la série
de Fourier S(x) de f est-elle convergente? et vers quelle valeur? Justifier.

3pts Je m’économise un peu d’informatique et ne représente pas le graphe
de cette fonction en escalier; d’ailleurs la grande majorité des étu-
diants 1’ont fait correctement. La fonction est paire donc les bp(f)
sont nuls. On a ap(f) = %kﬂ?f(t)dt = %(Ay-+u(w-—y)). On a pour n > 1,

an(£) = 2 [§ £(6) cos(at)ar = 2 ([asinmt) |7, [Msinl(lnt)];) = 2\ Sintay)

La fonction est de classe Cl par morceaux donc, par le théoréme de Diri-
- +
chlet (-Jordan) sa série de Fourier converge en tout x vers iﬁz—l%iiz—l.
Si x € [0, 7] est distinct de y alors x est un point de continuité de f
(on a pu le constater aussi pour x =0 et pour x =7 au moment de dessiner
le graphe) donc la série de Fourier converge vers f(x). Au point x =y la

£y )+ G _ Mp
2 2 -

série de Fourier converge vers

On prend dorénavant A==% et p= #Q?. On pourra admettre qu’avec ce choix :
00
2 sin(ny) cos(nx)
S(x) = Z Y
ym-y) n=1 .
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2. On considére la fonction impaire g(t) =‘h§f(x)dx. Que valent g(y) et g(m) ?
Montrer que g est 2m-périodique, dessiner un graphe de g sur [-7, +7] et véri-
fier —f gz(t)dt=%.

2pts On a g(y)=fg)\dx=)\y=1. On a g(ﬂ')=1+f§r,udx=1+,u(7r—y)=1+(—1)=O.

On a g(t+2m) -g(t) = f;f+27rf(x)dx qui, par 27-périodicité de f est indé-
pendant de t. Pour t =0 par exemple on trouve mag(f) = 0. Ou encore pour
t = -m et en utilisant la parité de f on trouve Qfgf(x)dx = 2g(w) =
Donc g est 2m-périodique. Ici aussi je laisse tomber le graphe, qui est
celui d’une fonction continue, impaire, affine par morceaux (donc com-
posé de segments rectilignes). Une majorité (moins large que pour f)

des étudiants 1l’ont fait correctement. On a g(t) = % pour 0 < t < y

et g(y) = y pour y < t < 7. Sur cette base on calcule fg g2(t) dt =
31y
1t +[_1(7T-t) ] _ T 2 _1
=2y s ——y+—(7r y) = 5. Donc = [y g“(t)dt = 5.
[3y2}0 Saryp2), 373 3 7 & 3

3. On rappelle 3C< oo VN Vu ‘Zl<k<N%

tielles de S(x) avec y+x et y-x, et en utilisant un théoréme de la théorie de

i s . . s . _ sin(ny) sin(nt)
1’intégration justifier : Vt € [0, 7] g(t) = y(7T 7 Z 2 .

< C. En exprimant les sommes par-

. _ 2 N sin(ay) cos(nx) o
QPtS Soit SN(X) = WZ =1 pol . On a f(X) = llmN__>oo SN(X)

(pour 0 < x < 7 et sauf peut-&tre en x = y) donc, pour 0 < t < 7,

g(t) = [FlimSy(x) dx. Pour justifier g(t) = limy_ o [o Sy(x) dx il suf-
fit, par le théoréme de la convergence dominée, de trouver une fonction
K(x) qui vérifie VN |Sy(x)| < K(x) sur [0,t] et telle que [FK(x)dx < co.
Or sin(ny) cos(nx) = 3 (sin(n(y +x)) + sin(n(y - x))) donc |Sy ()|
sin(klgyﬂc)) ‘ + ‘nggm sin(kliy—x)) ‘) < y(72r(—:y)
On a donc

s (Prcsa =

suffit donc de prendre pour K la fonction constante =

g(t) = limN__>oof(;G Sy (x) dx ce qui donne le résultat demandé en faisant
les intégrations terme a terme.

2 2 2 2
oo sin“(ny) oo sin“(ny) _ y“(7m-y)
-1 ——» — et prouver .
n=1 n2 prouv E

n4 6

4. En déduire la valeur de

Zoo sin (ny)

2pts On évalue en t = y ce qui donne g(y) = 1 y(7r D 2

) ~
ot donc Zﬁi’l sin 2(ny) _ y(7T2 y)

1’égalité de Bessel-Parseval a la fonction impaire g, ce qui donne
1 m 2 oo 1 2 s .. _
= /3 lg®)|#at 21 5/bn(g)[“. Par unicité des coefficients de Fou

. Par ailleurs on peut appliquer

. . . 2 sin(ny) L
rier on a par la question précédente bp(g) TGy a2 Ainsi
% = éﬁzoo % ce qui donne aprés simplification la for-
=y n
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%, sin?(ny) _ yQ(W—y)Q.

mule
n% 6
5. On admettra [Jy 2(r-y)2dy = —E-et Ty (- y)4dy"—jz Déduire de la ques-
30 630
4
tion précédente oo '%I gaw puis déterminer la valeur de ggl-ig.

3pts Par, soit le théoréme de la convergence monotone, soit plus simple-

ment la convergence normale de la série }:OO §£E—£EXZ (puisque Vy 0 <
n%

2
sin” (ny) < JZ et }:gﬁl—%i < 00), on peut intégrer terme & terme :
Y
7 ye(r-y) - 1 (702 - Tyoo, 1 co 1 _
Jo &7 dy = Xnsy pa Jo sin®Gayddy = 53000 g Done 3o oy =
5
;%¢ﬁ?y2(w-y)2dy éL;%, = ng Par ailleurs on utilisant 1’identité
.2
sin?(a) = % —«%cos(Qa) on peut écrire 6}:00 ElE_éEXZ = y2(ﬂ'—y)2 sous
la forme 3) °° ——-3}:00 EQES%EXZ 33 024 EQEE%EXL = y2(r-y)2.

On a a gauche une série de Fourler en cosinus laquelle on peut ap—

-
pliquer 1’identité de Bessel-Parseval. Ceci donne QGG 9 E:n_l "] =

8
T A4 _ N4 _ T oo 1 _.82,1 _ 1 _.82 (1 15 2
71]6 yr(r-y) dy"630‘ Donc Zn=1n8 =7 9(_§6 _66) =7 §__(7 16) =

6. On définit T(x) = y(w y)S(x) =3 0% 31n(nyﬁfos(nx) Que valent M* = supT(x)
et M = infT(x) 7 Soit aN(X) = (Fy*T)(x) = z: -1 (1- )51n(nyzfos(nx)_ Prouver

les inégalités :
VxERWN>1 M <oy(x) <M

En déduire :

N
N sin(ny) cos(nx) 7w-y
Vy €]o, VN>1VxeR ———1<§ < +1
yel]o,nl > x 5 < - <
n=1
: - 1 1.1_ -1
3pts La fonction S(x) prend les trois valeurs v ( Z y) et —z=y. Sa
valeur maximale est donc % et par conséquent Mty = 2y' Et M- = —%.

On sait que le noyau de Fejér ne prend que des valeurs positives ou
nulles, donc de la formule oy(x) = j%:ﬁgﬂiFN(x-u)T(u)du on peut dé-
duire (% f027r Fy(x - u)dwM- < op(x) < (% fOQﬂ- Fy(x - u) du)M+ ce qui
donne, pour tout x réel : M < oyx(x) < M*. Par ailleurs on constate
que (Fy*T)(x) = §3N=1 s1n(nyﬁfoS(nX) - %(}:N=1sin(ny)cos(nx)). Ce der-
nier terme est en valeur absolue majoré par 1 puisque qu’il s’agit d’une

moyenne de valeurs dans [-1,+1]. Donc }:N=1 51n(nyﬁfos(nx) est majoré

par My +1 et minoré par M--1, ce qu’il fallait démontrer.
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Probléme I1I

On rappelle que la convolution (f * g)(x) = f%‘ﬂ?nf(x-t)g(t)dt est une opéra-
tion commutative et associative pour les fonctions 2m-périodiques intégrables.
De plus on a la formule importante : Vn € Z cpn(f *xg) =cpn(f)cn(g). Enfin on note
Ll = L1(0,2ﬂj %%) et L2 = L2(0,2ﬂj %%) et 1’on considére leurs éléments comme
étant 27-périodiques.

7. On suppose que f et k sont deux fonctions intégrables telles que k = f * k.
Que peut-on dire de cp(f) 7 En déduire que k est un polyndme trigonométrique.

2pts On a cp(k) = cn(k)ep(£f) donc, si cp(k) est non nul alors cp(f) = 1. Par
le Lemme de Riemann-Lebesgue on a pour toute fonction intégrable f
Limpy,( s oo cn(£) = 0. Donc il existe N tel que [n| >N implique |cn ()] < i

Alors pour |n| > N on a nécessairement cn(f) ¥ 1 ce qui n’est possible que

si cpn(k) =0. Donc k est un polyndme trigonométrique.
La suite du probléme est indépendante de cette premiére question.
8. On suppose f bornée, g1, go € L1, montrer sup |f*xgq - f*go| <suplf|-|g1-gol1-

1pt On n’a qu’a partir de (f *x gq)(x) - (f x g9) (x) = f%‘ﬂ?ﬂf(x-—t)(gi(t)—
go(t)) dt qui est majoré en module par f%lﬂgﬂ\f(x-t)Hgi(t)'-gg(t)]dt <
sup £ 5= [§™ &1 (+) - g2 (2| at = sup [£] g1 - 2|1 -

9. On suppose f € Ll et g continue, montrer que f*g (=gx*f) est continue.

2,6pts On écrit (fxg)(y) - (f*xg)(x) = %fo%-f(t)(g(y—t) -g(x-t))dt. La fonction
continue g est uniformément continue sur le compact [-27, +27]. Donc,
pour tout € > 0, on peut trouver 7 >0 tel que |g(ty) - g(ty)| < € pour tous
ty € [-2m, +27], tg € [-2m, +27] tels que O < |tq - tg| < 1. Supposons que
x,y € [0, 2m] soient tels que |x-y| < 7. Alors en remarquant que pour tout
t€[0,27] on a ty =y-tec [-2m,+271], tg=x-t € [-2m,+271], et |tq -tg|=
ly - x| < 7n on obtient [(f*g)(y) - (f*xg)x)| < % g”!f(t)lfdt = ¢[[f[[1. La
fonction f * g est donc (uniformément) continue sur 1’intervalle [0, 27].
Comme elle est 2m-périodique elle est continue sur R. Autre preuve : on
invoque le théoréme de continuité des intégrales & parametre, en écri-
vant (f * g) (x) = % 027Tf(t)g(x-t) dt = %IOZTG(XJ:) dt. La fonction
G(x,t) =f(t)g(x-t) est pour chaque t fixé une fonction continue de x et
de plus on a Vx Vt |[G(x,t)| < suplg| |£(t)| =K(t) qui est une fonction in-
tégrable sur [0, 27] et indépendante de x. Donc xl—e»f% (?WG(x,t)dt est
une fonction continue de x.

10. Que peut-on dire d’aprés le Cours des sommes de Fejér Fpn * g, lorsque

g < Ll? on suppose que f est bornée. Montrer que les fonctions kp = f *xFp *x g,
n > 1, sont continues et convergent uniformément vers f *g. En déduire que f *g
est une fonction continue.
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2,5pts D’aprés le cours les sommes de Fejér Fp*g convergent au sens Ll vers g :
limp-> o0 |[Fn*g-g|l1 =0. Les fonctions Fp * g sont des polyndmes trigono-
métriques donc des fonctions continues, et par la question précédente il
en résulte que f *Fp *g est une fonction continue. Plus simplement, on a
kn =f*Fp*xg="Fp* (f xg) ce qui montre que kp est un polyndme trigono-
métrique (Niéme somme de Fejér de la fonction intégrable f *x g). On peut
écrire supy |(f xFpn *g) (x) - (£*g) (x)| < sup|f|-|[Fn*g-g|1, donc

lim sup|(f*Fp*g)(x) - (f*xg) (x)|=0
n-->00 x
ce qui n’est pas autre chose que de dire que les fonctions f * Fp * g
convergent uniformément (sur R) pour n-->o00 vers la fonction f * g. Comme
limite uniforme de fonctions continues, la fonction f * g est ainsi une
fonction continue.
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