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On pourra & chaque question admettre les résultats des précédentes.

Baréme indicatif : 13+ 7. Lisez les énoncés attentivement, n’oubliez aucune
question lorsque plusieurs sont posées dans le méme alinéa.

Probléme I

Soit A,p€R et y€lO, n[. Soit la fonction 27-périodique paire :

A xelo,yl
fx) =40 x=y
uw x€ly,n]

1. Représenter un graphe de f sur [-m, +37]. Déterminer les coefficients de
Fourier an(f), n > 0 et bp(f), n > 1. Suivant la valeur de x € [0, 7] la série
de Fourier S(x) de f est-elle convergente? et vers quelle valeur? Justifier.

et pu= 7;—_1}, On pourra admettre qu’avec ce choix :

<=

On prend dorénavant A=

0o .
S(x) = 2 Z sin(ny) cos(nx)
ym=y) i B

2. On considére la fonction impaire g(t) = f(}f(x) dx. Que valent g(y) et g(m) 7
Montrer que g est 2m-périodique, dessiner un graphe de g sur [-7, +7] et véri-
fier %fggz(t) dt = %

3. On rappelle 3C<oo VNVu [> {<k<y %‘ < C. En exprimant les sommes par-

tielles de S(x) avec y+x et y-x, et en utilisant un théoréme de la théorie de

it x . . s . _ 2 oo sin(any) sin(nt)
1’intégration justifier : Vt € [0, 7] g(t) 1G=0) > neq . .
2 i 02 2( )2
4. En déduire la valeur de ) o0 31121# et prouver ) %, 31nniny) =7 (7; 2k

5 9
5. On admettra [J y2(r-y)2dy = 73r_0 et [ yi(r-y)tdy = % Déduire de la ques-
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. . 00 1 _ . - . o0
tion précédente ) -4 290 puis déterminer la valeur de ) -4 8
AfinA _ym-y) _ oo sin(ay) cos(nx) +
6. On définit T(x) = —%5*=S(x) = > 24 o . Que valent M" = supT(x)
et M =1infT(x) ? Soit oj(x) = (Fy *T) (x) = §3g=1(1- %)31n(nyﬁfos(nx). Prouver

les inégalités
VXKERYN>1 M <oy(x) <M

En déduire

+1

N
y sin(ny) cos(nx) 7-y
Vyelo,n[ WNW>1 VxeR —5—1§§ - < 5

n=1

Probléme I1I

On rappelle que la convolution (f *g)(x) = 5%(&?”f(x-—t)g(t)dt est une opéra-
tion commutative et associative pour les fonctions 2m-périodiques intégrables.
De plus on a la formule importante : Vn € Z cn(f *xg) =cpn(f)cn(g). Enfin on note
Ll = L1(0,2ﬂj %%) et L2 = L2(O,2ﬂj %%) et 1’on considére leurs éléments comme
étant 27-périodiques.

7. On suppose que f et k sont deux fonctions intégrables telles que k = f * k.
Que peut-on dire de cp(f) 7 En déduire que k est un polyndme trigonométrique.

La suite du probléme est indépendante de cette premiére question.

8. On suppose f bornée, g1,g9 € L, montrer sup|f xgq —f*xgo| < sup|f| | g1 -g2ll1-
9. On suppose f € Ll et g continue, montrer que f*g (=g+*f) est continue.

10. Que peut-on dire d’aprés le Cours des sommes de Fejér Fp * g, lorsque

g c Ll? on suppose que f est bornée. Montrer que les fonctions kp = f *Fp * g,

n > 1, sont continues et convergent uniformément vers f *g. En déduire que fxg
est une fonction continue.
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